Grado en Ingenieria de Tecnologias Industriales
Universidad de Sevilla | 29 de Octubre de 2025

CALIFICACION: 3.5 PUNTOS (TOTAL EXAMEN: 10)

ROBOTICA — EXAMEN TERCERA CONVOCATORIA

Resolucidn Oficial Detallada: Problema 3 (Dinamica y Control PID)

ENUNCIADO OFICIAL DEL EXAMEN

1.- (2.0 puntos). Dado el sistema descrito por las ecuaciones dinamicas siguientes:

(m1 + 2ms cos q2)§1 TF (ms -+ mgy cos qz)ijz — masings §1ga — ma sings (q1 P ljg)ljg =T
(m3 + ma cos @)1 + Mads — masings ¢ + 2gsings = Ty

Donde m; son constantes, g es la gravedad, y g;, T; son las coordenadas generalizadas y las fuerzas/pares de articulacion.

a) Escribir el modelo matricialmente: Determinar la matriz de inercia, el vector de fuerzas de Coriolis y centrifugas, y el vector de fuerzas gravitatorias.
b) Determinar los modelos aproximados lineales de cada articulacion.

¢) Disefiar un control PID para dichos modelos, para el caso de m; = 1 kg, ma = 1.5 kg, m3 = 2 kg, mg = 2.5 kg,

2.- (1.5 puntos). Sea el robot de la figura adjunta. Calcular los parametros dinamicos del eslabdn 2 que se tendrian que introducir en el algoritmo de Newton-Euler utilizado en clase para

poder obtener un modelo dinamico del robot. Para ello, considérese que los eslabones estan construidos con varillas macizas de seccion circular de radio R = 0.05 m y densidad lineal
p=15kg/m.

PROBLEMA 1: MODELADO MATRICIAL, LINEALIZACION Y CONTROL PID

1.1. Formulacién Matricial del Modelo Dinamico

La ecuacion candnica del modelo dindmico de un robot manipulador en coordenadas articulares viene dada por:
M(Q)i+V(g,9) +G@)=T <<= M(@)i+C(a,9)i+Ga)=T

donde ¢ = [q1,qo]" y T = [T, To]".

1. Matriz de Inercia M (q) 2. Términos de Velocidad V (g, ¢) y Gravedad G(q)

Agrupando los coeficientes que multiplican a 1 y Ga: Reescribiendo los términos de velocidad de la ecuacion 1:

m1 +2macosqy M3 + M2 CoS g —ma sin gad1ds — Mo sin g2(d1 + d2)d2 = —ma sin g2(2414> + ¢3)

M(q) =
(q) mg -+ My COS g2 my

: -2
—Mm2 s g2 ql

0]

2gsin g2

. —my sin gy (24, 4o + 3
Vig,q) = { 250 43 (2G1¢2 ‘12)}

V Propiedad fundamental: M (q) = M7 (g) es simétrica y estrictamente definida positiva para
configuraciones admisibles.

Forma matricial alternativa mediante matriz de Coriolis C (g, §):
. —mysingy gy —mysingy(dr + ¢o) Ry .
Clg,9)=| 2.~ =2 C(g,9)q =V (g,
@0 =1, snpa 0 = Clg,d)q=V(e,9)
Con esta formulacién, la matriz M(q) —2C(g, g) es antisimétrica (M —2C = 7(M — 2C)T), garantizando la pasividad del sistema.

1.2. Modelos Aproximados Lineales de cada Articulacién (Desacoplo)

En el control articular industrial descentralizado (SISO), se desprecia el acoplamiento cruzado de aceleraciones (g; sobre el eje 7) y las no linealidades de velocidad (Coriolis y
centrifugas) al asumirse velocidades de régimen moderadas o compensadas por prealimentacion:

Eje 1: Inercia Variable con g (Sin Gravedad)
La inercia aparente vista por el motor 1 es:
Ji(g2) = m1 + 2ma cos g

Para un disefio robusto y conservador, se adopta la inercia maxima (caso peor),
garantizando que el bucle no desestabilice:

Jimax = mi + 2ma = 1.0 + 2(1.5) = 4.0 kg - m*

Ql(s) _ 1 - 1
Ty(s)  Jimaxs? 4082

1.3. Disefio y Sintonizacion del Controlador PID

Considerando un controlador PID estandar con accion filtrada/ideal C(s) = K, + Kqs + I—j" =

Ecuacién caracteristica en lazo cerrado: 1 + C(s)

Eje 2: Inercia Constante + Gravedad
La inercia propia del eje 2 es constante:
Jo = my :2.5kg-m2

El término gravitatorio G2(g2) = 2g sin g2 se compensa activamente mediante
prealimentacion (*feedforward*): Tb = T pip + 2g sin go. La dindmica vista por el
PID es lineal:

Qa(s)

1
Topm(s)  Jps? 258

Kas’ + Kps+Ki |

1 K,, K, K
R P
Js? R R A

Se especifica un comportamiento en lazo cerrado con coeficiente de amortiguamiento critico £ = 1 (cero sobreoscilacion), pulsacion natural w,, y un polo real rapido auxiliar en

Do = dwy:

Py(s) = (5% + 26w,s + wi) (s + po) = 8° + (26w, + po)s® + (W2 + 26w, po)s + Pow?

Férmulas de Sintonizacién Analitica Cerrada:

K= J(wan +p0)7

KP = (wvzz + Zéwnpo),

K; = J(poWTZL)



Articulacién Inercia Nominal J Disefio (£, Wy, Po) K, IN-m/rad] K4 [N-m-s/rad] K; [N-m/(rad-s)]
Eje 1 Jimax = 4.0 kg - m? £ =1,wy = 3rad/s,ps = 12 4.0-(9+72) = 324.0 4.0-(6+12) =72.0 4.0-(12-9) = 432.0

Ee 2 Jy = 2.5 kg - m? £ = 1,wn = d1ad/s, pyy = 16 2.5- (16 + 128) = 360.0 2.5- (8 + 16) = 60.0 2.5- (16 - 16) = 640.0



PROBLEMA 2: PARAMETROS DINAMICOS NEWTON-EULER DEL ESLABON 2 (MANIVELA)

Robot Manipulador de 3 GDL con Manivela (Octubre 2025 P3)

Detalle de Inercias y Centro de Masas del Eslabo6n 2

@ Extremo

Art. 2

O; (Joint 3)

Log/2 Log/2

C
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PARAMETROS DINAMICOS DEL ESLABON 2:

* Masa total: m2 p - (L2A + L2B)
* CoM global: xC

/2
[ yC = L2A - (L2A + L2B/2) / (L2A + L2B)
Lo

¢ Vector s22: [-L2B/2, yC - L2A, 0]°T

. « Tensor I22: Calculado con Steiner para las 3
01 (Joint varillas macizas de seccién circular
(R=0.05m, p=1.5kg/m)

Figura 1: Esquema cinemdtico y geométrico del robot con eslabén 2 tipo manivela (3 tramos cilindricos de radio R y densidad lineal p).

2.1. Descomposicion Geométrica y Masa del Eslabén 2

El eslabon 2 est4 compuesto por 3 tramos de varilla maciza cilindrica de seccién circular de radio R = 0.05 m y densidad lineal p = 1.5 kg/m:

e Tramo A (horizontal inferior): Longitud %‘1, eje colineal con Xy, centrado en (%ﬂ, 0,0).

* Tramo B (vertical intermedio): Longitud L, 4, paralelo a Y3, centrado en (%ﬂ, %-‘1, 0).
¢ Tramo C (horizontal superior): Longitud %ﬂ, paralelo a X, centrado en (3%3 ,L24,0).

Masa Total del Eslabon 2:

Lsp Lyp
my =my+mp+mec=p (T) +pLog+p (T) = p(Liza + Lgp)

2.2. Centro de Masas del Eslabén 2 (Vector s22)

Calculamos las coordenadas del centro de gravedad Cs respecto al sistema de referencia del eslabon {2}:

Coordenada X 9: Coordenada Y(o:

X — mafss + mpE + me3ken Lo Yoo — ma(0) + (pLaa) 1% + (p%ﬂ) Lya
o2 = =— 02 = =

ma 2 p(L2a + Lap) Loa + Lop 2 Loa + Lo Loa + L2p

(Resultado evidente por la perfecta simetria horizontal del

~ Loa (Tsa + L) Loy Loa +Lop T L2a(L2a + Lo/

eslabon manivela).

En el algoritmo de Newton-Euler (como el implementado en NE_R3GDL . m), el vector S22 representa la posicion del centro de gravedad del eslabon 2 expresada en los ejes del sistema

{2}

_ Lop
Xc2 — Lap N
o= |Yor —Loa | = |- fi/Lw
0 y

2.3. Tensor de Inercia Baricéntrico I»»

Para un cilindro macizo de radio R, masa m y longitud L:

1 1 1
I = EmR2 (eje longitudinal), I = EmL2 + ZmR2 (ejes transversales)
Aplicando el Teorema de Steiner (Ic = > (Lic, + mi[(d?di)lg - didzr])) respecto al centro de masas global C:

Tramo Masa m; I(O)

oo I;g?i Iig?i Vector distanciad; = C; — Cy
Tramo A pL—‘i,E %mARZ ﬁmA(L%)Z + }TmARz %mA(I%)Z + %mAR2 [—lﬂ%, —Yeo, O]T
Tramo B pLay ll—szLgA + %mBR2 %mBRZ %mBL%A + %TTLBR2 [0, %A — Y, 07
Tramo C p%‘i %'mcR2 lemc(%‘i)Z + %mCR2 %mg(%‘i)z + %ng2 [%ﬂ, Loy — Yeo,0]



Tensor de Inercia Final para Newton-Euler:

L, I, O
Ip= (I, I, O
0 0 I,
Dado que los tramos A y C estan dispuestos asimétricamente en el plano XY respecto a las diagonales, el producto de inercia Iy = — Y m;dyidy; # 0, mientras que I, = I,, = 0

debido a la planicidad exacta del eslabén en el plano XY'.

2.4. Implementacion y Verificacion en MATLAB

%% Parametros Newton-Euler calculados para el eslabén 2:
m2 = rho * (L2A + L2B);
522 [-L2B/2; yC - L2A; 0];

122 I_steiner_tramoA + I_steiner_tramoB + I_steiner_tramoC;
fprintf('Masa m2: %.3f kg\n', double(subs(m2, [rho, L2A, L2B], [1.5, ©.4, 0.3])));
% Listo para alimentar directamente el bucle cinemdtico y dinamico de NE_R3GDL.m




