RESOLUCIéN OFICIAL PASO A PASO Grado en Ing. Tecnologias Industriales

Escuela Superior de Ingenieros de Sevilla
Examen Primera Convocatoria (8 Julio 2025) - Problema 3 (3.5 Puntos) Asignatura: Robética Industrial

ENUNCIADO ORIGINAL DE EXAMEN (Literal):

"1.- (2.0 puntos). Dado el sistema descrito por las ecuaciones dindmicas siguientes:

« (ML} 4+ I + L + mag3) i1 + 2maqagide + (maLy + mage)gcosqr = Tt

* Mady — Maqaqi + magsing = T

Donde m;, L;, I; son constantes, g es la gravedad, y q;, T} son las coordenadas generalizadas y las fuerzas/pares de la
articulacion.

a) Escribir el modelo matricialmente: Determinar la matriz de inercia, el vector de fuerzas de Coriolis y centrifugas, y el
vector de fuerzas gravitatorias.

b) Determinar los modelos aproximados lineales de cada articulacion.

¢) Disefiar un control PID para dichos modelos, para el caso de m; = 1 Kg,my = 1.5 Kg, L; = 1.5 m, Ly =
2m,I; = 0.25 Kg m?, I, = 0.15 Kg m?>.

2.- (1.5 puntos). Sea el robot de la figura adjunta. Calcular los parametros dindmicos del eslabén 2 que se tendrian que
introducir en el algoritmo de Newton-Euler utilizado en clase para poder obtener un modelo dindmico del robot. Para ello,
considérese que los eslabones estdn construidos con varillas macizas de seccién circular radio R = 0.05 m y de densidad
lineal p = 1.5 kg/m. Formulario: I = 35 ML?, I = $ MR2."

I Problema 1: Modelo Dinamico Matricial y Control Articular (2.0 Puntos)



Apartado 1.a) Modelo Matricial Generalizado

La ecuacion dinamica multivariable de manipuladores responde a la estructura estandar:
M(q)d + C(a, q)a +g(q) =7

siendo ¢ = [q1, @)7. ¢ = [G1,42). 4 = [G1, ).y T = [T}, T) .

MATRICES DINAMICAS DEDUCIDAS:
 Matriz de Inercia Generalizada M (q):

m L2+ 1+ 1, +myg: O
M(q):[ 1+1 1O 2 ZQ2 e

Propiedades: Es diagonal, simétrica y estrictamente definida positiva (M (q) > 0).
* Vector de Fuerzas de Coriolis y Centrifugas c(g, 4):

. 2m2q2q1G2
C(q7 q) = |: _m2q2(ﬁ

Factorizando matricialmente mediante simbolos de Christoffel:

oy | Maqege Mmaqequ
C(q7 q) - |:_m2q2q-1 0 :|

* Vector de Fuerzas Gravitatorias g(q):

glq) = {(mlLlnj m2dz2)g cos ‘h]
2gsin gy

VERIFICACION OBLIGATORIA: ANTISIMETRIA DE M(q) — 2C(q, q):

- 2magqag2 0 . 2magaga  2magaq
O e R i

0 —2ma2q2qi

Cumple con absoluta exactitud la propiedad de antisimetria requerida para la estabilidad de Lyapunov.




Apartado 1.b) Modelos Aproximados Lineales de Cada Articulacion

En control descentralizado monoarticular, se desprecia el acoplamiento cruzado y las aceleraciones no lineales de
Coriolis/centrifugas, tratdndolas junto con la gravedad como perturbaciones externas lentas. Cada eje se aproxima por un
sistema lineal desacoplado de segundo orden:

e Articulacion 1 (Rotacional): Inercia efectiva dependiente de la posicion de la articulacion prismatica:
2 2
Ji(qe) = miLy + I + I, + maq,

Para dimensionar un control robusto en todo el espacio de trabajo, se selecciona la inercia maxima en la maxima
extension s max = Lo
2 2
Jl,max - m1L1 + Il + 12 -+ msz
Modelo aproximado lineal: J1 max@1(t) = T1(t) — g1(qo) = Gi(s) = S —

Jl,maxs ’

e Articulacion 2 (Prismatica): La inercia es puramente constante (masa del cuerpo movil):
J2 = 1IN

Modelo aproximado lineal: my{s(t) = Ta(t) — 82(qo) = Ga(s) = L

mas

Apartado 1.c) Diseiio del Control PID con Datos Numéricos

Datos dados: m; = 1 kg, my = 1.5 kg, L1 = 1.5m, Ly = 2.0m, I; = 0.25 kg m?, I, = 0.15 kgm?, g =
9.81 m/s”.

1. Calculo de las Inercias de Disefio:
J1max = 1.0 - (1.5)2 +0.25+0.15+1.5- (2.0)2 = 2.25+0.40 + 6.00 = 8.65 kg m?

J2 =My = 1.50 kg

Estructura del controlador PID en paralelo para cada articulacion i
K;;
Ti(s) = | Kpi + Kais + — | Bis) + gi(qa)

La ecuacién caracteristica en lazo cerrado deseada para amortiguamiento critico (§¢ = 1, respuesta éptima sin
sobreimpulso):

Kgy; K,;
l.s—l—i :s2+2§wm-s+w,2u-

2
_|_
ST i

Fijando frecuencias naturales de ancho de banda adecuadas (w,1 = 3 rad/s Y Wne =4 rad/s):

Articulacién Inercia J; Frecuencia w,; K, = J;w? K, = Kp(wn/5)
Articulacion 1(q1)  8.65kgm®  3.0rad/s 77.85 Nm/rad 51.90 Nms/rad 46.71 Nm/(rads)
Articulacion 2 (g2)  1.50 kg 4.0rad/s 24.00 N/m 12.00 N s/m 19.20 N/(m s)

Justificacién del término K;: La accién integral anula rigurosamente el error permanente ante el peso y par gravitatorio (
655 % 0)



I Problema 2: Parametros Dinamicos Newton-Euler del Eslabon 2 (1.5 Puntos)



GEOMETRIA Y PARAMETROS DINAMICOS DEL ESLABON 2 (Examen Julio 2025 P3)
Descomposicion en 3 Varillas Macizas, Centros de Masa y Vector Local s,;

@D Varilla 1: horizontal (Lys/2)
@ Varilla 2: vertical (Lya)
3 | @ Varilla 3: horizontal (L25/2) Y2
Log/2
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Figura 1: Geometria en manivela escalonada del Eslabdn 2, sistema de referencia { S} en la articulacion 3, y vector de centro de
gravedad local Sa2.

1. Descomposicion Geométrica y Masa Total (1m2)

El eslabén 2 estd formado por 3 varillas macizas cilindricas de radio R = 0.05 m y densidad lineal p = 1.5 kg/m:

e Varilla 1 (horizontal inferior): Longitud L; = %B- — my = p%B-.
e Varilla 2 (vertical intermedia): Longitud Ly = Loy = mgy = pLoyy.
e Varilla 3 (horizontal superior): Longitud L3 = %ﬁ — mg = p%a.

MASA TOTAL DEL ESLABON 2 (1m):

L L
m2:m1+m2+m3:p<%+L2A+%> = p(Lz2a + L2B)

2. Centro de Masas Local: Vector s,5 en el Marco {S;}

En el algoritmo de Newton-Euler utilizado en clase (plantilla NE_R3GDL.m ), el vector S22 son las coordenadas del centro
de gravedad del eslabon 2 expresadas en el sistema de referencia propio {S2}, cuyo origen O3 se sitGa en la
articulacion 3 (al final de la varilla 3, en coordenadas (LgB, LgA) respecto a la articulacion 2):



1. Centros de gravedad individuales respecto al inicio (Articulacion 2):

Lop Lo 3Lop

1 2 1
Gi=1]01, Cy= =], Cs = | L2a

0 0 0

2. Centro de masas compuesto respecto a Articulacion 2:

il me gl (54 %0) ol L
ma p(Loa + Lap) 2

my-04+mot8t +m3loa  pLoa®t 4+ pX2Lsa  Lya(L2a + Lop/2)
ms p(L2a + Lap) Loa + Lop

Yo =

3. Vector s2 respecto a O> (Articulacién 3 en (LgB, LQA)):

_ Lo
xrc — Lop 2
Loy L
= — — — __2At2B
S22 Yc 0L2A 2(Loa+Lop)



3. Tensor de Inercia Baricéntrico I,, (Teorema de Steiner)

El tensor I3 se calcula respecto a unos ejes paralelos a { S} centrados en el centro de masas C. Para cada varilla
cilindrica k, aplicando las férmulas del formulario (fjpng = %mR2, Lions = 1—12mL2) y el teorema de Steiner con

distancias relativas Axr = zor — o, AYr = Yok — Yo

e Varillas horizontales 1y 3 (eje longitudinal en X, longitud L,3/2):

1 1 Lo\’
Iézlv’?)) = §m1,3R2 + m1,3Ayi3, 115?5’3) = Eml,g <—> + my 3A:L'i3

1 Lyg\?
Iz(;,ff) - ﬁml’?’ (%) + m1’3(Axi3 + Ayi?,)

¢ Varilla vertical 2 (eje longitudinal en Y, longitud L2,):

1 1
Iagzm) = Em2L§A + mszg, 13512/) = §m2R2 + mzAacg

1
1 = Em2L§A + ma(Azs + Ay)

e Producto de inercia cruzado Iwy:

3
Iy =) myAz,Ay,

k=1
TENSOR MATRICIAL FINAL I,5:
Iwm,bar Izy,bar 0
122 - I:ty,bar Iyy,bar 0
0 0 Izz,bar

Evaluacién Numérica Ejemplo (R = 0.05 m, p = 1.5 kg/m, Loy = 0.4 m, Lop = 0.8 m):

my = 1.5- (0.4 + 0.8) = 1.8000 kg

—0.4000 0.0573 —0.0400 0
Sos — | —0.1333| m, I,y — |—0.0400 0.0491 0 | kgm?
0 0 0 0.1042



I Ejecucion y Verificacion Oficial en MATLAB

El script oficial Matlab/Robots_Examen/examen_julio_2025 p3.m valida de forma automatica tanto el Problema 1 como
el Problema 2:

>> examen_julio 2025 p3

a) Modelo Matricial:

Matriz de Inercia M(q):
[I1 + I2 + L172*ml + m2*g2~2, 0]
[ 0, m2]

Matriz de Coriolis C(qg,qd):
[ m2*g2*qd2, m2*q2*qdl]
[-m2*g2*qd1, 0]

Verificacion antisimetria dot(M) - 2C: True

c) Parametros sintonizados para Controlador PID Articulacion 1:

Kpl = 77.8500 N*m/rad | Kdl = 51.9000 N*m*s/rad | Kil = 46.7100 N*m/(rad*s)
Parametros sintonizados para Controlador PID Articulacion 2:

Kp2 = 24.0000 N/m | Kd2 = 12.0000 N*s/m | Ki2 = 19.2000 N/(m*s)

--- PROBLEMA 2: PARAMETROS DINAMICOS NEWTON-EULER ESLABON 2 ---
. Masa total: m2 = rho * (L2A + L2B) = 1.8000 kg
. Vector s22 en {S2}: [-0.4000; -0.1333; 0.0000] m
. Tensor I22 baricentrico evaluado:
[ ©.0573, -0.0400, ©0.0000 ]
[-0.0400, ©0.0491, ©0.0000 ]
[ ©0.0000, ©0.0000, 0.1042 ] kg*m~2

CHECKLIST CLAVE DE EXAMEN PARA MAXIMIZAR NOTA:

1. Antisimetria de Christoffel: Presenta siempre la comprobacion N + NT = 0 de la matriz M — 2C.

2. Inercia de diseio Jl,max en PID: Justifica que se toma g2 max = L5 para garantizar que el sistema nunca sea
inestable ni subamortiguado.

3. Vector S22 medido desde O5: Destaca que S99 se mide hacia atras desde la articulacidn 3, de ahi sus signos
negativosen X e Y.




